
3. 生徒の反応と考察 

受講生徒からは，次のような感想を得た。主なものを抜粋してあげておく。 

・ユークリッド幾何には興味があったけど学べる機会が少なかったので学べてよかった。 

・教科書を疑うということを初めてして証明はもともと苦手だったけど，少し自分の中のハードルが下が 

りました。楽しかったです。 

・二等辺三角形の底角を証明するのに，循環してしまうとわかって，循環しないやり方を見つけようと考 

えることがとても楽しくなった 

・学校などでは習わないような内容で，すごく興味が湧きました。普段何気なくやっている数学の証明や 

 疑たことのない教科書の内容を掘り下げるとこんなに面白いことになるんだなと思いました。今日習っ

た考え方や概念を受験勉強に活かしていきたいです。 

・とても楽しかったです。証明問題は苦手なので初めのほうはあまり分からなくて，周りの子の解説を聞

いて，なるほどと思っていたのですが，どんどん終盤に入っていくにつれて，初めに解いた問題は後に

生きてきてすんなりと理解できました。だから面白いと感じられたのだと思います。スライドのユーク

リッド原論の話も興味深かったです。証明の楽しさが少し分かったような気がします。 

以上のような感想が見られた。ほぼ，授業も目的は達せられたと思う。特に，数学を「決まった手順の再

現」と考えていた層にとって，「何を前提としてよいのか」を疑うプロセスは，論理的思考の重要性を再認

識させる機会となったのではないかと思う。また，角の二等分線の「存在」を公理的に認めるか，あるいは

「構成（作図）」できることを証明するかという，数学基礎論に近い視点に興味を持つ生徒も散見された。 

 

4. 今後の課題 

「分かりやすさ」のために論理的な厳密さを一部省略している教科書の教育的配慮と，数学的厳密さのジ

レンマをどう扱うか。今後は，他の単元（平行線の錯角と第五公準など）においても，同様の批判的思考を

促す場面を設定したい。 

この原案をベースに，実際の生徒の具体的な中学校数学において「二等辺三角形の底角は等しい」という

命題は，図形分野における最も基本的な定理の一つとして位置づけられている。教科書では，合同な三角形

を用いた証明や，補助線を引くことによる証明などが提示され，生徒はそれを模倣的に理解・記述すること

が多い。しかし，その過程において，証明の前提として用いている事実と，結論として示したい事実とが区

別されないまま受け取られていることが少なくない。とくに，「底角が等しいから二等辺三角形である」「二

等辺三角形だから底角が等しい」といった日常的な理解が先行すると，教科書に示された証明が循環論法に

陥っているように見える，あるいは実際に循環的に理解されてしまうという問題が生じる。論理的に考える

ことはあらゆる学問分野に必要なだけでなく日常生活においても非常に大事なことであることは言うまでも

ない。そして数学の学習においても大きく影響を及ぼしている。難しいからといって先送りにすることな

く，学習内容が簡単なうちに論理的思考を養っていく必要があると思う。問題集にある問題や受験問題に限

らず論理に関する問題にももっと取り組めるようにすること，そして時には前提を疑ってきちんと考えて見

る姿勢を作っていくことが大切なのだと考える。そのような課題や授業の開発にこれからも尽力していきた

い。 
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1. はじめに 

今回は「作図」をテーマとして，相似や平方根，三平方の定理などの必要な知識を説明しつつ，正五角形

の作図を目標にした。参加者は，中学 3 年生 12 名，中学 2 年生 8 名の合計 20 名であった。中学 2 年生の既

習範囲を考えると，相似や平方根の計算は未習のため，中 3 と中 2 が程よく混ざるような 4 人グループを作

り協力して取り組んだ。当日の授業の内容を以下に示す。 

 

2.  授業の内容 

★ 準備（簡単な作業も交えながら，作図に必要な知識を確認していく） 

①基本の作図（線分 AB の垂直二等分線・角 XOY の二等分線・点 P を通る直線ℓの垂線）について確認し，

グループごとに答え合わせをする。 

②三角形の「合同」と「相似」について，定義や記号（≡，∽）を確認する。 

③「平方根」について 

 『 𝑎𝑎≧0 とする。2 乗すると 𝑎𝑎になる数を 𝑎𝑎の平方根という。 𝑎𝑎の平方根のうち正の方を√𝑎𝑎とあらわす。』 

 このことを用いて，1 目盛りが１であるマス目を使っ

て，面積が２である正方形を作ることにより，√2の長

さを作図する。同様に√5の長さも作図する。 

 分かった人が出たら，グループで共有し，代表者に前

に出て発表してもらった。√2はすぐにわかったようだ

が，√5は試行錯誤が必要で時間がかかっていた。 

 

④三平方の定理 

 直角三角形の辺の長さに関する定理 

 右の直角三角形において，𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 = 𝑐𝑐2 が成り立つ。 

 （証明はせず，いくつかの例を用いて，使い方の確認。後半で， 

三平方の定理を使って，作図したり，線分の長さを求めたり 

することになる） 

  

 

★本日の本題「正五角形の作図」 

 ①正五角形を分析してみよう。 

 正五角形の一つの内角は 108° 

 対角線 AC，AD を引くと，∠A は 36°に三等分される。 

 対角線 AD と CE の交点を F とすると， 

△ACD∽△CDF（∽△AFE）であることがわかる 
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（黄金三角形という用語も確認した） 

ここで CD＝1とし，AC＝𝑥𝑥と置くことで，線分 DF の長さを 

𝑥𝑥を用いて DF= 𝑥𝑥 − 1と表すことができる。 

相似な三角形の性質から 

  AC：CD＝CD：DF 

  𝑥𝑥 ∶ 1 = 1 ∶ (𝑥𝑥 − 1) 

  𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 = 0 

  𝑥𝑥 = 1±√5
2       𝑥𝑥 > 0  より  𝑥𝑥 = 1+√5

2    

 2 次方程式  𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0 の解の公式  𝑥𝑥 = −𝑏𝑏±√𝑏𝑏2−4𝑎𝑎𝑎𝑎
2   を紹介した。 

ここで求めた比  1 ∶  1+√52    ( = √5−1
2 ∶  1 ) を黄金比という。 

 

黄金比・黄金三角形については様々な美しい性質があるが，ここでは，底角の二等分線を引き，相似な黄金

三角形を次々と無限に作っていくことができることを紹介。 

 

②正五角形の作図【パート１】 

 これまでの準備や，正五角形の分析から，正五角形の作図をする準備が整った。 

 線分 CD の長さを与え，正五角形 ABCDE を作図することに取り組む。 

 

まずは，どうやったらコンパスと定規

で作図できるか，生徒に自由に考えて

もらった。 

・△ACD が作図できれば，点 B， 

点 E はすぐに作図できること。 

・△ACD を作図する，ということは， 

1+√5
2 の長さを作図すればよい。(1の長

さを別のところに移して作図しても

よい） 

という 2 点を確認し，各グループの様

子に応じて，√5の長さの作り方など

を確認していったところ，写真にあるような 2 つの解法が出てきたので，黒板で発表してもらった。 

一つの解法で解けた生徒も，もっと手順がシンプルになるような方法を考えるよう促した。 

 

③円に内接する正五角形の作図 

 まずは，プリントにある下記の方法を読み，生徒が自力で作図していく。教員が，確認しながら黒板で作

図していった。 
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【図１】 
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【図１】 

正五角形の作図【パート２】 

～円に内接する正五角形の作図～ 

円に内接する正五角形は下のように作図できる。 

① 中心が O，半径１である円の円周上に点 A をとる。半径 OA に垂

直な直径 FG をかき，半径 OG の中点 H をとる。 

② 点 H を中心として，半径 AH とする円をかき，直径 FG との交点

を I とする。 

③ 点 A を中心として，半径 AI とする円をかき，円 O との交点を B

とする。線分 AB が正五角形の一辺になる。 
 

上のやり方で作図が完成した後で，この作図が本当に正確な正五角形の 

作図になっているのかを検証する必要があることを示唆し，円の半径を１としたとの辺 AB の長さを求める

こととした。 

手順 i AH の長さを△AOH に三平方の定理を用いて求める。  

ⅱ AH＝IH より IO の長さを求める。 

ⅲ AI の長さを△AOI に三平方の定理を用いて求める。 

ⅳ AI＝AB よりAB = √10−2√5
2   

ここまでで時間がとなってしまった。あとは，半径 1 の円に内接する正五角形の一辺の長さを求めてこの値

と一致するのかを検証する必要があるということを確認した。一辺の長さは，前半で扱った黄金三角形を利

用することで求めることができる。「パート２」は基本，教員が説明をしながら，計算部分は少し時間をとり

一緒に進めていく形で行った。AB の長さが求まったとき，初めてみたであろう二重根号に少し驚きつつ，ま

だ検証が終わっていないという説明にも，納得しているような表情が印象に残っている。家に帰った後挑戦

してくれていたらうれしい。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【図２】 
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④ パート２の作図方法が正しいことの検証 
（当初，体験授業の中でやる予定だったが，実際にはできなかった内容を追記しておく） 

【図１】の△ACD を用いて検証する。（【図 3】参照） 

AC＝1 とすると，AC：CD＝1： √5−1
2  となることは求めてあった。 

点 C から辺 AD に垂線 CG をおろす。このとき，   

AG＝ 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐹𝐹𝐹𝐹 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 1
2 𝐷𝐷𝐷𝐷 = √5+1

4  であるから 

∠CAG＝36°である直角三角形 ACG において，三平方の定理より 

       𝐶𝐶𝐶𝐶2 =  𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 12 − (√5+14 )
2

= 10−2√5
16      

したがって  CG＝ √10−2√5
4  

ここで，パート２の作図を思い出してみる。円の半径を 1 とし 

たとき，正五角形の１辺の長さ ABが √10−2√52  であることは授業 

の中で示してあった。これは，【図２】の二等辺三角形 OAB の 

頂点 O から辺 AB におろした垂線の足を J とすれば， 

          AJ =  12 AB ＝ √10−2√54    

であることと同値である。このことは，直角三角形 OAJ において 

∠AOJ＝36°である，∠AOB＝72°となるから，パート２の作図は， 

円 O の中心を 5 等分していることがわかった。したがって，パート２の正五角形の作図方法は正しいことが

証明された。 

 

3. おわりに 

 授業後のアンケートで，授業の難易度について「ちょうどよかった」が７人，「やや易しかった」と回答し

た２人は中学３年生。「やや難しかった」と回答したのは９名，「難しかった」と回答した２名は，２年生，

３年生ひとりずつであった。久しぶりに中学２年生も受け入れる形式で実施し，既習と未習の違いをどう埋

めるのかが，１つのポイントとなった。公式などは，３年生に声をだしてもらいそれを板書し使っていく方

法をとった。グループワークや教員２名の体制も機能し，終始よい雰囲気であったと感じる。 

以下は，受講生の感想の抜粋である。 

「グループで考え教え合うことでより授業に近い環境で体験できた。来てよかったです。」 

「みんなの解き方も聞けて考え方が広がりました。」「難しかったけど，すごく楽しかったです。またやりた

いです。」「とても楽しくて作図をたくさんしたいと思いました」「興味のあった図形の分野でとても楽しかっ

たです。」「わかりやすい説明で図形が苦手な私でも楽しめました。」「習ったことがある単元でも知らないこ

とがあって勉強になりました。」「本質的な部分を迫っていく授業をしてくれて楽しかった！！！」 

J 

【図 4】 
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