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はじめに

今回は Proofs without words(Roger B Nelsen)をヒントに，数列の和を図で考える，というテーマでおこなっ

た。パスカルの三角形の中に現れる数列から始まり，自然数の和，平方数の和，立法数の和などを和の記号

Σも使いながら図を用いて考えた。最後に極限の考え方も紹介し，無限等比数列の和も求めた。参加者数は 3

年生 19 名で，4 名程度をグループとしてグループワークも取り入れた。 

 

授業の内容

① 数列の用語と記号 

等差数列，等比数列，フィボナッチ数列や有限数列の例として 28 の約数を並べた数列など，具体的な数列

の途中を虫食いにした形で黒板にかき，何の数が入るか考えてもらった。 

答え合わせをしながら，「初項 𝑎𝑎1」「一般項 𝑎𝑎𝑛𝑛」,「 数列 {𝑎𝑎𝑛𝑛}」，などの用語，記号を紹介した。 

 

② パスカルの三角形の中にある数列  

パスカルの三角形を第７段あたりまで作り（【図 1】），そこに現れる数列を

確認した。 

(ⅰ) 自然数の数列  

(ⅱ) 三角数の数列  

(ⅲ) 四面体数の数列 

なぜ三角数，四面体数というのかについても補足しながら紹介した。 

 

③ ②の(ⅱ)三角数の数列{1, 3, 6, 10, 15, 21,・・・・・ }について考察

する。 

この数列を {𝑎𝑎𝑛𝑛} とおくとき一般項𝑎𝑎𝑛𝑛を求める。 

𝑎𝑎𝑛𝑛 = 1 + 2 + 3 + ・・・ + 𝑛𝑛  

つまり，第 n 項は,自然数 1 から n までの和の形で表すことができる。 

𝑎𝑎𝑛𝑛 = 1 + 2 + 3 + ・・・(𝑛𝑛 − 1) + 𝑛𝑛 

𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 + (𝑛𝑛 − 1) + ・・ + 3 + 2 + 1 

両辺たすと，

2𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1) 

したがって              

  𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)
2  

ここで，和の記号 ∑（シグマ）についていくつか具体例を加えながら紹介した。 

 

・・・（※）

【図 1】パスカルの三角形

3. まとめ - 受講生の様子と今後の課題 -  

前回に続き今回も中学校 3 年生の女子に限った。3 年生であるので，みんな三平方の定理を学習しており，

計算などは比較的順調にできていた。しかし，原理を信じたり，数式の正しさの方を優先するということは，

日ごろ殆ど経験がない，むしろ現実に合わなければ，方程式を立て直したり，「解なし」と判断しているので，

現実に合わない，経験に合わないことを式，論理の正しさを優先させて受け入れるというのはかなり厳しか

ったようである。身近なことでやったことがわかりやすいと考えたが，それは誤りで身近なものほど経験が

強く働き，理論の理解を妨げていたようである。内容が多めであったので，もう少し内容を精選し，じっく

り討論したり考えたりする時間を多めにとって，間にはさんでいくことを検討したい。また，理数の内容と

は関係ないが，受講の動機として，「特殊相対性理論」に興味がある生徒ばかりではなく，本校の校内見学を

兼ねて受講したという生徒が少なからずいた。この「一日理数体験授業」は，応募者が多く競争率が高い。

そこで，興味・関心よりも，空いているところ，内容が難しそうで人気がなさそうなところを狙って希望し

て，受講を許可された生徒が少なからずいた。年々このタイプの生徒が増えているように思える。そのよう

な目的で受講してもらっても良いが，それは，2 次的なもので本来の興味ある講座を選択して申し込んでも

らいたいと考える。本来の「一日理数体験授業」の設置の理由からもそれが正しい受講の仕方だと考える。 

授業後の質問の時間には，授業内容に関する質問ではなく，校則や受験のこと，部活のこと学校生活のこ

とについての質問ばかりであった。目的を違えて人生を送る癖をつけないことを切に願うばかりである。 

入学後の進路選択にも大きくかかわることだからである。 

 

 

参考文献

アインシュタイン 内山龍雄 訳・解説（ ）『相対性理論』岩波文庫

矢野健太郎（ ）『アインシュタイン伝』新潮文庫

ヨビノリたくみ（ ）『難しい数式はまったく分かりませんが，相対性理論を教えてください！』 クリ

エイティブ

- 183 -



この ∑の記号を用いて，（※）は 

∑ 𝑘𝑘 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)
2

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
 

と表すことができる。 

 

④ ②の(ⅲ)四面体数の数列{1, 4, 10, 20, 35, ,・・・・・ }について考察する。 

この数列を {𝑏𝑏𝑛𝑛} とおくとき一般項𝑏𝑏𝑛𝑛を求める。 

𝑏𝑏𝑛𝑛 = 1 + 3 + 6 + ・・・ 

第 n 項は,三角数の数列の初項から第 n 項までの和となっている。 

すなわち  

𝑏𝑏𝑛𝑛 = 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 + ・・・ + 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 1 + 3 + 6 + ・・・ + 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)
2  

𝑏𝑏𝑛𝑛を∑を使って表すと  

𝑏𝑏𝑛𝑛 = ∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘 = ∑ 1
2 𝑘𝑘(𝑘𝑘 + 1)

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
 

∑の計算の性質や，和の公式を使えば，一般項𝑏𝑏𝑛𝑛を求めることができる。 

今回は，この一般項𝑏𝑏𝑛𝑛を求めるところまでは扱えないが，その∑の計算をする際にも用いられる和の公式につ

いて話をした。 

 

⑤ 和の公式 

●自然数の和 （③でみたとおり） 

1 + 2 + 3 + ････ + 𝑛𝑛 = 1
2 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1) 

●平方数の和 

12 + 22 + 32 + ‥‥ + 𝑛𝑛2 

 

写真【図 2】のような数のかかれた○ででき

た 7 段の三角形を考える。 

n 段目には数 n が n 個かかれているので， 

この１つの三角形にかかれている数の総和は 

         12 + 22 + 32 + ‥‥ + 72 

この 3 つの三角形を 120 度ずつ回転し，同じ位

置にある 3 つの数を足すと，その和は，どの位

置も 15 である。 

したがって， 

 3 × (12 + 22 + 32 + ‥‥ + 72) = 

15 × (1 + 2 + 3 + ・・・ + 7) 

この考え方で第 n 段までの三角形で考えると 

 3 × (12 + 22 + 32 + ‥‥ + 𝑛𝑛2) = (2𝑛𝑛 + 1) × (1 + 2 + 3 + ・・・ + 𝑛𝑛) 

【図 2 平方数の和】
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したがって次が成り立つ。 

12 + 22 + 32 + ‥‥ + 𝑛𝑛2 = 1
6 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 1) 

●立方数の和 

13 + 23 + 33 + ‥‥ + 𝑛𝑛3 = (1 + 2 + 3 + ⋯ + 𝑛𝑛)2 

 

１辺の長さが 1 の正方形を用いて，【図 3】のように正方形状

に並べた図を用いて，証明を考えた。 

図の見方は以下のようになる。 

1 辺が 1 の正方形が 1 個→面積 1（13とみる） 

1 辺が 2 の正方形が 2 個→面積の和2 × 22 = 23 

1 辺が 3 の正方形が 3 個→面積の和3 × 32 = 33 

･･･ 

1 辺が𝑛𝑛の正方形が𝑛𝑛個→面積の和𝑛𝑛 × 𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛3 

これらの正方形の集まりによって大きい正方形が埋め尽く

されているから，大きい正方形の面積は 

13 + 23 + 33 + ‥‥ + 𝑛𝑛3 

と表される。一方，大きい正方形の 1 辺の長さは 1 + 2 + 3 + ････ + 𝑛𝑛 であるから，大きい正方形の面積は 

(1 + 2 + 3 + ⋯ + 𝑛𝑛)2 

となることから，図が立方数の和の公式の証明となっていることがわかる。 

これらの公式を導いたことで，四面体数の数列（②ⅲで扱った数列）の一般項 

∑(1 + 2 + 3 + ‥‥ + 𝑘𝑘) = ∑ 1
2 𝑘𝑘(𝑘𝑘 + 1)

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
 

についても計算できることがわかる。本授業の中で計算はさせなかったが，計算して求められること，計算

の方法は確認できた。 

 

●分数式の和 

1
1・2

+ 1
2・3

+ ⋯ + 1
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1) = 𝑛𝑛

𝑛𝑛 + 1 

の証明にも取り組んだ。 

教科書などでは，恒等式（部分分数分解）
1
𝑘𝑘 − 1

𝑘𝑘+1 = 1
𝑘𝑘(𝑘𝑘+1)を利用して， 

1
1・2

+ 1
2・3

+ ⋯ + 1
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1) = (1

1－
1
2) + (1

2－
1
3) + ・・・・・ + (1

𝑛𝑛 －
1

𝑛𝑛 + 1) = 𝑛𝑛
𝑛𝑛 + 1 

と証明するのが一般的であるが，【図 4】を用いると次のように証明できる。 

【図 4】の線分 BF を 2 通りの方法であらわすことを考える。△ ABC∽△ ADEであり，相似比が1: 𝑛𝑛であるこ

とから，BC＝1
𝑛𝑛 ・

1
n+1 となる。この式の𝑛𝑛 を1,2,3,‥‥, 𝑛𝑛で置き換えた式は，2 点(0, 1), (𝑘𝑘 + 1, 0), (𝑘𝑘 = 1,2,3,

‥ , 𝑛𝑛)を結ぶ( 𝑛𝑛 + 1) 本の線分が線分 BF を𝑛𝑛 個に分割してできた線分の長さに対応する。したがって線分 BF

は，和
1

1・2 + 1
2・3 + ⋯ + 1

𝑛𝑛(𝑛𝑛+1) であらわされる。さらに線分 BF を𝑛𝑛の式で表すと 𝑛𝑛
𝑛𝑛+1 となるから，等式が証

明された。 

【図 3 立方数の和】
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生徒には，BC の長さを相似の性質を用いて𝑛𝑛の式で表す，というヒントを与え，BC の長さを求めさせた。

あまり長く時間をとらなかったが，半分以上の生徒が求められているようであった。上記の方法で求めた生

徒もいたが，別解として BF－CF＝BC という求め方をしている生徒もいた。ある生徒は，BF＝ 𝑛𝑛
𝑛𝑛+1 ，CF＝

𝑛𝑛−1
𝑛𝑛 は求まっていたが，

𝑛𝑛
𝑛𝑛+1 − 𝑛𝑛−1

𝑛𝑛  を通分することに気が付かず，
1
𝑛𝑛 ・

1
n+1 と同値な式であることが確かめら

れずにいたが，通分するという方針を教えるとすんなり求めることができた。 

さて，さらに与式の左辺について，𝑛𝑛 →∞（ 𝑛𝑛を限りなく大きくする）とすると， 

1
1・2

+ 1
2・3

+ ⋯ + 1
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1) + ‥‥ = ∑ 1

𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)

∞

𝑛𝑛=1
= 1 

これは，図の 2 点(0, 1), (𝑛𝑛 + 1, 0)を通る線分(直線)の傾きが，n を限りなく大きくすると，1 に近づくことか

らわかる。このことについても，生徒に問いかけたところ「1 に近づく」という返答があり，理解できていた。 

 

⑥ 無限等比数列の和（等比級数） 

1
2 + 1

4 + 1
8‥‥ + 1

2𝑛𝑛 + ‥‥ = ∑ (1
2)

𝑛𝑛∞

𝑛𝑛=1
= 1 ‥‥① 

1
4 + 1

16 + 1
64‥‥ + 1

4𝑛𝑛 + ‥‥ = ∑ (1
4)

𝑛𝑛∞

𝑛𝑛=1
= 1

3‥‥② 

 

数列
1
2 , 1

4 , 1
8 , 1

16 , ････ について，比が一定（この場合は 1
2 ）であるという規則性を確認し，その和がどんな

値に近づくかを質問した。式だけを与えたのでは生徒からすぐには返答がなかったが，【図 5】を見せたとこ

ろ，①式が成り立つことはすぐに理解できていた。 

次に②式の左辺がどんな値に近づくかについて，【図 6】を見て考えさせた。時間も短かったため，生徒に解

答させることができなかったが，次のような説明を行った。 

図中の陰のついている部分の面積の和が 

1
4 + 1

16 + 1
64‥‥ + 1

4𝑛𝑛 + ‥‥ 

y

1
𝑛𝑛・

1
n + 1

1
n + 1

【図 4 分数式の和】
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を表している。陰のついている一つ一つの正方形に着目すると，たとえば面積 1
4 の正方形は，陰のついてい

ない部分に 2 つあるので，全部で 3 つある。面積
1

16 , 1
64  ‥‥の正方形についても同じように 3 つずつあり，こ

れら全ての正方形を合わせることによって面積 1 の正方形を埋め尽くしている。つまり， 

3 × (1
4 + 1

16 + 1
64‥‥ + 1

4𝑛𝑛 + ‥‥) = 1 

この等式の両辺を 3 で割ることにより，②式が得られる。この証明は，とても鮮やかで印象深かったようで，

アンケートにも「感動した」との回答があった。 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

以下の③式，④式の証明については，説明する時間がなく，図と式を表すだけになってしまったが，興味を

持った人も多く，黒板に書いた式をノートにメモしている生徒が多かった。式と図（【図 7】と【図 8】）のみ

を載せておく。 

1
3 + 1

9 + 1
27‥‥ + 1

3𝑛𝑛 + ‥‥＝∑ (1
3)

𝑛𝑛∞

𝑛𝑛=1
= 1

2‥‥③ 

1
5 + 1

25 + 1
125‥‥ + 1

5𝑛𝑛 + ‥‥＝∑ (1
5)

𝑛𝑛∞

𝑛𝑛=1
= 1

4‥‥④
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1
2 + 1

4 + 1
8‥‥ + 1

2𝑛𝑛 + ‥‥ = ∑ (1
2)

𝑛𝑛∞

𝑛𝑛=1
= 1 ‥‥① 

1
4 + 1

16 + 1
64‥‥ + 1

4𝑛𝑛 + ‥‥ = ∑ (1
4)

𝑛𝑛∞

𝑛𝑛=1
= 1

3‥‥② 

 

数列
1
2 , 1

4 , 1
8 , 1

16 , ････ について，比が一定（この場合は 1
2 ）であるという規則性を確認し，その和がどんな

値に近づくかを質問した。式だけを与えたのでは生徒からすぐには返答がなかったが，【図 5】を見せたとこ

ろ，①式が成り立つことはすぐに理解できていた。 

次に②式の左辺がどんな値に近づくかについて，【図 6】を見て考えさせた。時間も短かったため，生徒に解

答させることができなかったが，次のような説明を行った。 

図中の陰のついている部分の面積の和が 

1
4 + 1

16 + 1
64‥‥ + 1

4𝑛𝑛 + ‥‥ 

y

1
𝑛𝑛・

1
n + 1

1
n + 1

【図 4 分数式の和】
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おわりに

中学 3 年生を対象とした授業ということで，中学で学習済みの内容を意識しつつ，高校で学習する内容に

も触れ，少し背伸びすれば理解できるようなレベルまで扱うよう構成を考えた。数列の一般項を，文字を用

いて表したり，数列の用語や記号についてもその場で教え使ったりしながら授業を進めた。規則性はそれほ

ど複雑でなかったので，内容に関してはほとんどの参加者が理解できていたように思う。中学段階では文字

の扱いに不慣れであることもあり，和を Σ を用いて表す場面では，手が止まってしまうなど，少し混乱して

いる様子がみられたが，その都度，丁寧に説明し，確認しながら進めていった。アンケート集計からは「高

レベルな内容だったが，中学までの知識で理解することができためになった。」という感想があり，難易度の

設定としてはちょうど良かったと感じた。図を用いて証明したり，ほとんど説明が書かれていない図で表さ

れた証明を見て，その図が何を述べているか考えたりするというのは，普段の学校の授業で扱う教材と異な

り，興味深く感じたようだ。「数学の新しい見方ができてより興味を持つことができた」「いつもとは違う考

え方で考えることが面白かった」との感想が得られた。 
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